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Введение. В большинстве современных металлурги-

ческих процессов с использованием окускованной шихты 

восстановимость является ключевым фактором получения 

продукта с требуемыми металлургическими свойствами. 

В свою очередь, восстановимость в значительной степени 

определяется пористостью окускованного продукта. Одним 

из важнейших факторов, характеризующих пористость оку-

скованных продуктов, является гранулометрический состав 

материала. Не менее важным фактором достижения требу-

емого уровня качества окускованных продуктов при обжиге 

(окатыши) и дальнейшей металлизации шихты в металлур-

гических печах и реакторах является порозность слоя окуско-

ванных продуктов. 

DOI 10.52351/00260827_2024_8_91
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МОДЕЛИ ОПТИМАЛЬНОЙ УПАКОВКИ В ЗАДАЧАХ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОРИСТОСТИ  
ОКУСКОВАННЫХ ПРОДУКТОВ

 Айтбер Махачевич Бижанов, канд. техн. наук, bizhanov@briket-brex.ru 

Университет науки и технологий «МИСИС», Москва, Россия

Аннотация. В статье с позиций теории упаковки сфер изучено влияние гранулометрического состава материала на пористость брике-

тов и окатышей, а также фракционного состава окускованных продуктов на порозность слоев из таких шихтовых компонентов. Знание 

закономерностей изменения пористости окускованного продукта при варьировании гранулометрии исходного материала позволяет 

оптимизировать металлургические свойства брикета и окатышей. Порозность слоя таких продуктов во многом определяет их поведе-

ние как в процессах восстановления (в доменных и руднотермических печах, в реакторах прямого восстановления), так и при обжиге 

окатышей. Полученные результаты позволили впервые выявить локальные экстремумы пористости окускованных продуктов и по-

розности слоя окатышей (брикетов). Разработанный эвристический подход может быть использован в задачах выбора оптимального 

состава смесей для окускования и повышения эффективности обжига окатышей и достижения высоких степеней металлизации при 

восстановлении окускованной шихты. Методология предложенного подхода позволяет учитывать сжимаемость и неоднородность 

формы как частиц исходной смеси, так и самих окускованных продуктов.

Ключевые слова: брикеты, окатыши, восстановимость, сферическая упаковка, эвристика, нелинейная оптимизация, пористость

MODELS OF OPTIMAL PACKAGING IN THE TASKS OF DETERMINING THE POROSITY  
OF AGGLOMERATED PRODUCTS

 Aitber M. Bizhanov 

National Research Technological University “MISIS”, Moscow, Russia

Abstract. In the article, from the standpoint of the theory of sphere packing, the influence of the granulometric composition of the material on the 

porosity of briquettes and pellets, and the fractional composition of agglomerated products on the porosity of layers of such charge components is 

studied. Knowledge of the patterns of changes in the porosity of the agglomerated product when varying the granulometry of the starting material 

makes it possible to optimize the metallurgical properties of the briquette and pellets. The porosity of the layer of such products largely determines their 

behavior both in reduction processes (in blast furnaces and ore furnaces, in direct reduction reactors) and during pellet roasting. The results obtained 

made it possible for the first time to identify local extrema in the porosity of agglomerated products and the porosity of the layer of pellets (briquettes). 

The developed heuristic approach can be used in the problems of selecting the optimal composition of mixtures for agglomeration and increasing 

the efficiency of pellet firing and achieving high degrees of metallization when restoring the agglomerated charge. The methodology of the proposed 

approach makes it possible to take into account the compressibility and heterogeneity of the shape of both the particles of the initial mixture and the 

agglomerated products themselves.

Keywords: briquettes, pellets, reducibility, porosity, spherical packaging, heuristics, nonlinear optimization

Известно, что смешиванием железорудных концент-

ратов различной дисперсности можно добиться увеличе-

ния прочности на сжатие окатышей, получаемых из таких 

смесей. Так, при смешивании «тонкого» (90,3% частиц 

размерами менее 0,044  мм) и «грубого» (80,8% частиц 

размерами менее 0,044  мм и 15,7% частиц в диапазоне 

0,044–0,074  мм концентратов наилучшие показатели по 

прочности окатышей дает соотношение «тонкого» и «гру-

бого» концентратов как 70:30 при минимальном значе-

нии прочности окатышей в случае соотношения концент-

ратов 50:50 [1]. Прочность окатышей возрастает (с 2,3 до 

2,8 кН/окатыш) при снижении общей пористости (с 48,76 до 

37,09%).
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В работе [2] было описано, что при автоклавном про-

изводстве железорудных окатышей рост их прочности при 

переходе от тонкого гематитового концентрата (удельная 

площадь поверхности 2700 г/см2) к смеси грубого (удельная 

площадь поверхности 109 г/см2) и тонкого концентратов, взя-

тых в пропорции 2:1, составил 100%. 

Применительно к брикетированию обеспечение высокой 

прочности брикета само по себе не является достаточным 

условием получения окускованных продуктов с высокими 

металлургическими свойствами. Минимизация пористости 

брикета отрицательно влияет на его восстановимость из-

за уменьшения доли объема, не занятого твердой фазой, и 

уменьшения площади поверхности, доступной для воздейст-

вия газов-восстановителей.

Выбор технологии жесткой экструзии обусловлен имен-

но возможностью достижения механической прочности, до-

статочной для немедленной транспортировки сырых экстру-

дированных брикетов в сочетании с пористостью, сравнимой 

с пористостью обожженных окатышей. 

Практика экструзионного окускования показывает, что 

наибольшие трудности вызывает брикетирование отдель-

ного мелкофракционного материала, состоящего из частиц 

размерами в узком диапазоне от десятков до 100 мкм. Плот-

ность упаковки таких частиц снижает суммарную поверх-

ность, доступную для действия пластифицирующих добавок. 

Возможность достижения пластичности является критиче-

ской для производства брикетов экструзии (брэксов). Добав-

ление 10–15% более крупных частиц позволяет упростить 

процесс экструзии и приводит, в том числе, к росту прочности 

брэксов. Крупные частицы создают своеобразный каркас, 

облегчающий продавливание пластифицированной смеси и 

поддерживающий пористую структуру брэкса. 

При замене цемента (5 масс. %) с частицами размером 

менее 32  мкм в брикетах, предназначенных для реакторов 

прямого восстановления, известью (5  масс.  %) с частицами 

более крупных размеров (52,6 мкм) пористость увеличилась 

и составила 21,25% против 20,88% до такой замены. Для 

других брикетов, практически из тех же материалов, замена 

извести (52,6 мкм, 5 масс. %) связующим на основе сульфата 

магния (0,1–1,0 мм, 55 масс. %) привела к снижению пори-

стости с 29,7 до 25,4% [3, 4].

Выявление закономерностей взаимосвязи грануломе-

трического состава окусковываемого материала и пористости 

продукта приобретает важное значение. 

Постановка задачи. Влияние фракционного состава 

окускованных продуктов на поведение в окислительных и 

восстановительных атмосферах изучалось и в связи с зада-

чами определения порозности слоя многокомпонентных 

металлургических шихт. Изучались главным образом зако-

номерности формирования структуры в процессе окускова-

нии мелкофракционных материалов в контексте решения 

экстремальных задач на максимизацию и минимизацию 

порозности шихты. Первая задача связана с необходимостью 

достижения высокой газопроницаемости слоя кусковых ма-

териалов в доменной печи или на ленте конвейерной агло-

мерационной машины, вторая направлена на увеличение 

прочности окускованного сырья. 

В процессе обжига достижение оптимальной порозности 

слоя без ущерба для производительности имеет решающее 

значение для обеспечения эффективной теплопередачи, рас-

пределения газового потока и, в конечном итоге, для дости-

жения требуемого качества окатышей. Порозность, на кото-

рую влияют такие факторы, как распределение окатышей по 

размерам, прочность на сжатие в сыром виде, прочность на 

сжатие в сухом состоянии и т.д., существенно влияет на эф-

фективность обжига. 

Эффективность обжига в современной научной литера-

туре изучается с использованием различных математических 

моделей, учитывающих совокупность важнейших параме-

тров процесса, которые, тем не менее, не позволяют адек-

ватно выделить роль порозности слоя при изменении фрак-

ционного состава окускованных продуктов [5–7]. К примеру, 

взаимосвязь между размером окатышей и порозностью слоя 

остается недостаточно изученной, что может приводить к не-

стабильному качеству обожженных окатышей. Исследова-

ние связи между распределением окатышей по размерам и 

порозностью слоя окатышей, важной для оптимизации про-

цесса обжига, не утрачивает актуальности. Не менее важна и 

оптимизация порозности доменной шихты. 

Отсутствие четкого алгоритма оптимизации грануло-

метрического состава компонентов брикета (окатышей) и 

фракционного состава окатышей (брикетов) в слое делает 

отмеченную процедуру эмпирической. 

Цель данной работы – попытка разработать новый под-

ход к выбору алгоритма такой оптимизации с использовани-

ем теории упаковки сфер на основе эвристического подхода. 

Изучено влияние количества и размера добавляемых 

(более крупных) частиц сферической формы на пористость 

брикета или окатыша. В задачах упаковки сфер предпола-

гается, что такие объекты должны быть полностью разме-

щены внутри контейнера при оптимизации размеров или 

объема контейнера. Различные методы решения проблемы 

упаковки сфер основаны на представлении геометрического 

размещения, вероятностных подходах, эвристике и метаэв-

ристике, математическом программировании и гибридных 

подходах. Методы геометрического размещения основаны 

на геометрических принципах и моделировании для опре-

деления оптимального размещения сфер, обеспечивающе-

го их равномерное распределение [8]. Важные результаты 

были получены также при использовании подхода на основе 

искусственных нейронных сетей, для исследования прочно-

сти окатышей [9] и порозности слоя окатышей на обжиговой 

машине [10]. Вероятностные методы, такие как метод Монте-

Карло [11, 12] и алгоритмы стохастической оптимизации [13], 

основаны на вероятностных моделях и статистическом ана-

лизе. Эвристический подход основан на знаниях и интуиции, 
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специфичных для предметной области, для поиска решений с 

использованием разумных предположений и с применением 

эмпирических правил. Эвристика для упаковки сфер включа-

ет в себя такие стратегии, как «жадные алгоритмы», после-

довательное сложение, метод спуска блочных координат и 

другие методы [14–16].

Метаэвристика – это стратегия более высокого уровня, 

которая направляет процесс поиска путем итеративного ис-

следования пространства решений, рассмотрения множест-

ва возможных решений и постепенного их уточнения. В отли-

чие от специфической эвристики, метаэвристика применима 

к широкому кругу задач. Популярные метаэвристические 

алгоритмы, используемые при упаковке сфер, включают мо-

делирование обжига [17], генетические алгоритмы [18], оп-

тимизацию роя частиц [19], оптимизацию колоний муравьев 

[20] и табу-поиск [21]. Эти алгоритмы часто включают в себя 

случайность и механизмы, позволяющие сбалансировать по-

иск новых решений и использование перспективных. 

Алгоритмы, основанные на математическом програм-

мировании, используются для решения проблем упаковки 

сфер, формулируя их как задачи математической оптимиза-

ции [22]. 

В настоящей работе рассмотрена задача упаковки сфер, 

моделирующая либо частицы окусковываемой смеси, либо 

сами окускованные продукты в слое. Задача состоит в вы-

боре способа упаковки набора непересекающихся сфер в куб 

минимального объема. Постановка задачи сводится к много-

экстремальной задаче нелинейного программирования. 

Смесь для окускования или слоя окускованных продук-

тов рассматривается как набор шаров переменных радиусов. 

Задачу минимизации объема куба можно свести к задаче 

минимизации его ребра, т.е. рассматривать линейную функ-

цию цели. Согласно классификации задач упаковки, такая мо-

дель относится к ODP моделям (Open Dimension Problem) с пе-

ременной метрической характеристикой. Важным фактором 

успешного решения таких задач является выбор допустимой 

стартовой точки. Предложен подход, основанный на поиске 

локальных экстремумов величины суммы радиусов взаимно 

непересекающихся шаров. 

Методика проведения исследований. Для выбора 

стартовой точки в работе использован алгоритм, изображен-

ный на рис. 1. Важно, чтобы при выборе такой точки учиты-

валась особенность взаимного расположения шаров, что, как 

правило, приводит к упаковке шаров с небольшим коэффи-

циентом заполнения. В этой связи предлагается эвристиче-

ский алгоритм, учитывающий метрические характеристики 

размещаемых шаров и кубического контейнера. Алгоритм 

формирования допустимых стартовых точек (Generating 

Feasible Starting Points – GFSP) описан в работе [22]. Адап-

тированный к условиям рассматриваемой задачи способ 

построения допустимой стартовой точки задачи позволил 

эффективно использовать свободное место в кубе.

Рис. 1. Структурная схема алгоритма выбора куба минимального объема, 
вмещающего непересекающиеся сферы

Найденная точка локального максимума вы-

бирается в качестве стартовой точки для исходной 

задачи упаковки шаров. 

Для решения задачи используется метод 

мультистарта, т.е. выбираются несколько старто-

вых точек, полученных при решении задачи оп-

тимизации целевой функции. В вычислительных 

экспериментах выбирались 100 стартовых точек.

Вычислительные эксперименты проведены 

для одно- и двухкомпонентных смесей сфер. Пер-

вая группа (фракция) сфер состоит из 100  сфер 

единичного радиуса. Во вторую группу (фракцию) 

входят 5, 10, …, 25 равных сфер большего радиу-

са – 3, 4, …, 15 . Для различных взаимных коли-

честв сфер, отличающихся величинами радиусов, 

минимизируется длина ребра куба и рассчитыва-

ется полученный коэффициент пористости. Строго 

говоря, коэффициент пористости в рассматривае-

мой формулировке отличается от пористости в ее 

классическом определении (доли объема матери-

ала, не занятой твердой массой), поскольку при 

такой идеализации предполагается, что внутри 

находятся только целые сферы, куб. Фрагменты 

сфер из участков брикета, прилегающих к кубу, не 

учитываются.

Сначала рассматривается случай сфер одина-

кового размера. Полученное значение пористости 
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составляет 0,4383 при минимальной длине ребра куба 9,0701 

(рис. 2). 

Результаты эксперимента с двухкомпонентными смеся-

ми сфер приведены в табл. 1. В первом столбце таблицы ука-

заны радиусы сфер, составляющих вторую группу. В последу-

ющих столбцах – значения полученной минимальной длины 

ребра куба/коэффициента пористости для смеси, состоящей 

из 1 и 5, 10, …, 25 сфер соответствующих радиусов, указан-

ных в первом столбце. Например, для смеси, содержащей 

сферы единичного радиуса и 20 сфер радиуса 7, минималь-

ная длина ребра куба равна 39,2361, а коэффициент пористо-

сти – 0,5173. Все значения длины ребра куба и коэффициента 

пористости приведены с округлением до третьего десятично-

го знака.

На рис. 3 показаны варианты упаковки двухкомпонент-

ной смеси из 100 сфер. Первая смесь состоит из 100 сфер ра-

диуса 1 и 10 сфер радиуса 3. Вторая – 100 сфер радиуса 1 и 15 

сфер радиуса 3.

При таком подходе к исходной фракции добавляется 

фракция более крупных частиц. В действительности обычно 

происходит замещение части мелкой фракции более крупны-

ми частицами. Приведенные выше результаты можно просто 

привести в соответствие с реальностью путем простого пере-

счета. Так, при добавлении 20 сфер большего радиуса к исход-

ным 100 доля крупных сфер составляет около 17% от общего 

количества, а при замене 20 сфер более крупными их общее 

количество остается неизменным, а крупные сферы состав-

ляют 20% от общего числа сфер.

На рис. 4 представлены графики зависимости пористости 

от количества сфер второй группы с радиусами от 3 до 15, со-

гласно табл. 1.

На рис. 5 представлена зависимость пористости от ради-

уса добавляемых частиц для различных объемов добавле-

ния крупной фракции (5, 10, 15, 25%). Такое представление 

полученных результатов соответствует ситуации с фиксиро-

ванным количеством крупной фракции, определяемым объ-

емом ее образования в металлургических процессах.

Рис. 2. Упаковка 100 сфер радиусом единица

Таблица 1. Результаты вычислительных экспериментов 

Радиус 
сфер

Число сфер

n = 5 n = 10 n = 15 n = 20 n = 25

r = 3 11,810/0,402 14/0,435 15,6/0,443 16,816/0,436 17,88/0,432

r = 4 15,155/0,495 18,667/0,523 20,8/0,507 22,421/0,487 23,837/0,474

r = 5 18,944/0,553 23,333/0,555 26/0,529 28,026/0,505 29,797/0,489

r = 6 22,733/0,579 28/0,5687 31,2/0,539 33,631/0,513 35,756/0,496

r = 7 26,522/0,593 32,667/0,576 36,4/0,544 39,236/0,517 41,715/0,499

r = 8 30,311/0,600 37,333/0,580 41,6/0,547 44,841/0,520 47,675/0,5013

r = 9 34,01/0,604 42/0,582 46,8/0,549 50,446/0,521 53,634/0,503

r = 10 37,889/0,607 46,667/0,584 52/0,550 56,052/0,522 59,593/0,503

r = 11 41,677/0,609 51,333/0,585 57,2/0,551 61,657/0,523 65,553/0,504

r = 12 45,466/0,610 56/0,585 62,4/0,551 67,262/0,522 71,512/0,504

r = 13 49,255/0,611 60,667/0,586 67,6/0,552 72,867/0,523 77,471/0,504

r = 14 53,044/0,612 65,333/0,586 72,8/0,552 78,472/0,523 83,431/0,505

r = 15 56,833/0,613 70/0,587 78/0,552 84,077/0,524 89,39/0,505

Рис. 3. Оптимизированные упаковки двухкомпонентной смеси 
сфер: а – 100 сфер радиусом 1 и 10 сфер радиусом 3;  

б – 100 сфер радиуса 1 и 15 сфер радиуса 3
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добавленных сфер радиусами от 3 до 15 
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Полученные результаты позволили впервые установить 

экстремальный характер зависимости пористости от количе-

ства добавляемых сфер при относительных значениях ради-

усов добавленных сфер в диапазоне от 3 до 5. С увеличением 

числа добавляемых сфер пористость сначала увеличивается, 

а затем монотонно уменьшается. При этом максимальные 

значения пористости ниже, чем при добавлении 5% сфер 

большего размера (радиусами от 6 до 15). Как видно из 

рис. 4, максимальные значения пористости (более 0,6) могут 

быть достигнуты добавлением 5% частиц радиусами от 12 до 

15 радиусов исходных частиц. С увеличением числа добавля-

емых сфер таких радиусов пористость снижается до 0,5. 

Немонотонный характер изменения пористости в за-

висимости от соотношения радиусов частиц описан также 

в работе [23], в которой процесс осаждения материала мо-

делировали методом частиц. При исследовании влияния 

соотношения размеров частиц на пористость материала с 

соотношением радиусов частиц в диапазоне от 1:1 до 1:5 

установлено, что пористость уменьшается с увеличением 

соотношения размеров в диапазоне от 1:1 до 1:1,5. При этом 

минимальная пористость составляет 31,92% при соотноше-

нии 1:1,5. Затем при увеличении соотношения от 1:1,5 до 1:5 

пористость также увеличивается [23].

Из рис. 5 видно, что при добавлении более 10 сфер вто-

рой фракции значения пористости приближаются к асимпто-

тическим (0,5–0,6) при относительных радиусах в диапазоне 

от 7 до 11 и остаются практически постоянными при больших 

радиусах. Установление таких зависимостей позволит также 

исключить излишние затраты на проведение исследований 

по оптимизации оптимальных размеров частиц добавляе-

мой фракции.

Приведенные результаты вычислительных эксперимен-

тов относятся к случаю двухкомпонентных смесей, образо-

ванных добавлением более крупных частиц. Разработанная 

модель и эвристический алгоритм остаются справедливыми 

и для случая, когда в рассмотрение включается несколько 

компонентов, отличающихся радиусами сфер, что позволяет 

адекватно моделировать как реальный гранулометрический 

состав материала для окускования, так и слой из окускован-

ных продуктов. В качестве иллюстрации в табл. 2 приведены 

результаты расчета пористости для смеси из трех фракций, 

отличающихся размерами частиц (сфер – 11, 12, 15) при раз-

личных взаимных количествах таких сфер. Общее число сфер 

– 5000. На рис. 6 приведена визуализация размещения трех 

фракций сфер (52% – размером 11, 29% – размером 13 и 19% 

сфер – радиусом 15), обеспечивающая пористость 0,4827. 

В этой работе рассматривалась упаковка сферических ча-

стиц, что вполне приемлемо при изучении пористости окаты-

шей. В приложении к изучению пористости индивидуального 

окатыша и брикета возможно рассмотрение формы частиц 

материала, отличной от сферической [24]. Аналогичным 

образом в рамках предложенной модели могут быть рассмо-

трены и сами окускованные продукты нерегулярной формы.

В исследовании предполагалось, что частицы являются 

жесткими, т.е. не меняют свою форму под давлением. Учет 

сжимаемости частиц, также реализуемый в рамках рассма-

триваемого подхода, позволяет более реалистично модели-

ровать качественные изменения физических и механических 

свойств окускованного продукта.

Заключение. Таким образом, получен эффективный 

алгоритм прогнозирования качественных изменений фи-

зико-механических свойств брикетов при изменении гра-

нулометрического состава брикетируемой смеси. Алгоритм 

позволяет определить оптимальный уровень добавок и 

крупность добавляемой крупной фракции для достижения 

необходимого уровня металлургических свойств брикетов 

(механическая прочность, пористость, восстановимость). 

Оптимизация гранулометрического состава брикетируемого 

материала позволит снизить затраты на подготовку брикет-

ной шихты, дорогостоящие связующие и термическую обра-

ботку сырых брикетов.

Таблица 2. Фрагмент куба: 500×500×500 (3–6 прогонов для 
каждого соотношения) 5000 сфер (t

i
 – фракция i; r

i
 – радиус 

сфер фракции i; n
i
 – число частиц фракции i)

Фракционный состав смеси t
1 

, t
2
 , t

3

при r
1
 = 11, r

2
 = 13, r

3
 = 15

Пористость

t
1
 = 0,3333, t

2
 = 0,3333, t

3
 = 0,3333,

n
1
 = 1791, n

2
 = 1791, n

3
 = 1791

0,471

t
1
 = 0,5204, t

2
 = 0,2860, t

3
 = 0,1936,

n
1
 = 3227, n

2
 = 1773, n

3
 =  1201

0,478

t
1
 = 0,7793, t

2
 = 0,2207, t

3
 = 0,0000, 

n
1
 = 579, n

2
 = 164, n

3
 = 0

0,459

t
1
 = 0,4349, t

2
 = 0,3084, t

3
 = 0,2567, 

n
1
 = 2488, n

2
 = 1781, n

3
 = 1474

0,482

t
1
 = 0,2005, t

2
 = 0,3333, t

3
 = 0,4662, 

n
1
 = 965, n

2
 = 1609, n

3
 = 2249

0,472

t
1
 = 0,0000, t

2
 = 0,0000, t

3
 = 1,0000,

n
1
 = 0, n

2
 = 0, n

3
 = 3656

0,454

Рис. 6. Оптимизированная упаковка трехкомпонентной смеси сфер 
с радиусами 11, 13 и 15 (общее число сфер 6226; n

1
 = 3241, n

2
 = 1804,  

n
3
 = 1181; доли фракций t

1
 = 0,52, t

2
 = 0,29, t

3
 = 0,19; пористость 0,483)
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Полученные результаты открывают новые возможности 

для оптимизации способов размещения мелкозернистых 

материалов в шихте металлургических печей и агрегатов, 

что приводит к снижению энергозатрат и, соответственно, 

выбросов при обжиге агломерата. шихты и окатышей при 

выплавке чугуна и стали и производстве железа прямого 

восстановления. Подробному рассмотрению вопросов опти-

мизации слоя шихты в доменных, сталеплавильных и ферро-

сплавных печах и реакторах прямого восстановления будут 

посвящены следующие публикации. 
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